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Zakres wyktadu z chemii kwantowej

A) Wstep w1
B) Postulaty mechaniki kwantowej
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1. Czgstka w pudle

2. Oscylator harmoniczny
3. Rotator sztywny

4. Atomy H, He

- Czgsteczki H,*, H,
- Metody obliczeniowe

Dr inz. Krzysztof Durka (wyktad, ¢wiczenia oraz lab. komp.)



Postulat Ill: o ewolucji w czasie stanu ukfadu

.

Zmiana funkcji falowej w czasie okreslona jest rownaniem: /) \ ) \
ﬁt[) (x,t) = ih W Roéwnanie Schroedingera zalezne od czasu.
\\\ | I//
Dla stanu stacjonarnego (niezaleznego od czasu):
Hy (x) = E, Y,(x) n=12,..o Roéwnanie Schroedingera niezalezne od czasu.

Tzw. réwnanie wlasne operatora H
funkcje y,, sa funkcjami wiasnymi operatora H czyli E,, s liczbami rzeczywistymi.

E, okreslajg dozwolone wartosci energii czastki.



Energia uktadu molekularnego — sktadniki i modele

[ @—e

ROTATOR
SZTYWNY

r

/

OSCYLATOR
HARMONICZNY

Energia stanow
elektronowych

CZASTKA
W PUDLE

N

ELEKTRON
W PUDLE (studni)

Kazdy z tych skladnikow
rozpatrujemy oddzielnie,

przyjmujac
WYGODNY model.

Sciste rozwiazania.

Energia translacji (ruchu)
nie jest istotna spektroskopowo.

Pozostate skladniki
SA ISTOTNE SPEKTROSKOPOWO
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Sktadniki energii uktadu, a promieniowanie
elektromagnetyczne i metody spektroskopowe
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Jak przewidzie¢ potozenie sygnatu w widmie? ALGORYTM
POSTEPOWANIA

W KAZDYM
1. Okreslamy ukiad molekularny MODELU

(np. elektron w ruchu, czasteczka ulegajgca drganiom, rotacji itp.),

2. Dla danego uktadu przyjmujemy pewien model, ktérym chcemy uktad opisa¢,

3. Formutujemy réwnanie Schroedingera i rozwiazujemy je,
otrzymujac rozwigzania poprawne matematycznie,

4. Sprawdzamy, czy otrzymane rozwigzania maja sens fizyczny,
wybieramy wtasciwe rozwigzania,

5. Otrzymujemy zbidr funkcji wtasnych i wartosci wtasnych

(diagram poziomow energetycznych), S — T

6. Okreslamy, ktére przejscia sg dozwolone, a ktore zabronione, SZKLANA KULA?
CHEMIA KWANTOWA!

7. Przewidujemy potozenie sygnatu w widmie (energia, diugosc¢ fali).


https://pixabay.com/pl/users/gimpworkshop-4622670/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=3665696
https://pixabay.com/pl/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=3665696

Czastka w pudle (studni) potencjatu

Najprostszy model — dobrze opisuje np. elektrony zdelokalizowane
w weglowodorach o sprzezonym uktadzie wigzan (energia stanéw elektronowych).

BUTADIEN

NS =

Przyjmujemy, ze czgstka jest liniowa.

Elektrony poruszajq sie w okreslonym obszarze i nie mogg go opuscic.
Przyjmujemy, ze nie ma oddziatywan miedzy elektronami.

Ograniczamy sie do wymiaru ,,x” (dla uproszczenia) czyli mamy studnie zamiast pudia.



Wykres energii potencjalnej— czastka w studni

Elektrony poruszajg sie w okreslonym obszarze i nie moggq go opuscic¢

Ograniczamy sie do wymiaru x (dla uproszczenia).

-L/2 0 L/2 0 L
Studnia symetryczna (-L/2, L/2) Studnia niesymetryczna (0O, L)
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Sciste rozwigzania — studnia niesymetryczna

n —liczba kwantowa ©

czego szukamy? Hy(x) = EY(x) H=T+V
ko en. ki W (x) =E !
tylko eé)r:). Vlr;eéyczna 2mdx2¢ x) = Ey(x)
2mkE,

P(x) =AsinK,x + Bcos K,x K3 = 2

c e . . bo funkcja
Na lewej Scianie studni: P0)=0 musi by¢ ciagta

YP(0) =AsinK,,0+ Bcos K,,0=0, sin0=0,acos0=1
Y(0) = Bcos K,,0=0 wtedy,gdy: B=0
stad: | Y(x) =AsinK,x

Na prawej $cianie studni: (L) =0 (L) =AsinK,L=0
Gdyby A = 0, wtedy funkcja by byta rowna 0 dla wszystkich x (czyli czastki nie bytoby w studni!)

Dlatego K, L musi by¢ dobrane tak, aby: sinK,L =0 co jestspetnionegdy: K,L=nmr (n=1,23..)

n 0

nimx 232 2232 2hL2 i i .

Y,.(x) =Asin i = Kah _nr h _ h Bo K, nie moze by¢ réowne 0.
L T 2m 2mlL> 8mlL2 .




Sciste rozwiazania — studnia niesymetryczna

nmx
ll)n(.X') =A sin T

A — stala normalizacyjna — znajdzmy ja:

L L nmx 1 _
Pidx = A* | sin*——dx= A*=L=1 czylii A= |-
0 0 L 2

2 nmx _ n*h?
co daje:  ¥n(¥) = | s En = gmi2

Wykorzystano wzoér:

Dla studni symetrycznej (—%,g) funkcje:

. 2 1 1 . 2 nm
sin“axdx = —x ——sin2ax + const Y =/-cos—x n=1,3,5..
2 4a n L L

2 ., nm _
lPn—\/;sme n=246..




Poziomy energii i funkcje falowe — czastka w studni

3 E
n= 2
—nth E3= 9h2 lIJ—Z'BT[
En= g 73 n=1,2 3. 8mlL 3= [7sin—x
2  nmx
Po(x) = L sin I
n=2
E AR’ b4 —\/gsinz—“x
ROZNE 2~ 8mL2 2 L L
odlegtosci
ZERO NIE! -
2
k1= - W, = |2sinTx
8mlL? 1= 7SIy



Czastka w studni — pordwnanie z drganiami struny

a) —
n=3
A
b)
é f ; >>B
A
Rys. 1.3. Drgania struny: a) umocowanej w punkcie A, b) umocowanej
w punktach A i B https://www.youtube.com/watch?v=WAFvkeAOXEE n=2
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Obsadzenie poziomdw energetycznych

BUTADIEN
Rozpatrzmy dwa najnizsze poziomy 1i 2.
Ze wzoru Boltzmanna: L =0,416 nm
N, ~0Ef o kg — stata Boltzmanna = 1,36*1023 J/K
N. e B T — temperatura [K]
1
h? 3h? kJ P-UZE
AE = E, — Eq = 22 —12) = =1,73 10718 ‘ 1042 ROZNICE
2 1= g2 ( ) L2 * J /mol ‘ MIEDZY
POZIOMAMI
W temperaturze 300 K. wysoka energia
N,  _418 PRAWIE pobudzenia
N, ¢ = 0 - ZERO mata
dtugosc¢ fali

Czyli dla stanow elektronowych mamy obsadzone najnizsze poziomy.
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Zakresy promi
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Ktore przejscia sg dozwolone?

Warunek konieczny:

Musi by¢ dostarczony kwant promieniowania, ktory ,,pasuje”: AE = E; — E; = hv

Czy wystarczajacy? NIE — TO BYLOBY ZBYT PROSTE ©

Czgsteczka musi w efekcie oddziatywania z promieniowaniem zmienié moment dipolowy
— tzw. ,integralny”, czyli catkowy wspétczynnik absorpcji musi by¢ rézny od zera.

rozpatrzmy przejscie ze stanu ,,i” na stan ,,j” {; —> L|Jj

(0]

ufj = j Y; i yjdx #0  dipolowy moment przej$cia musi by¢ rézny od zera
—00
I operator momentu dipolowego

X

Jesli elektron przemiesci sie, to: u* = ex e — ladunek elektronu odpowiedni operator: U* = ex

Wi = flbi ex;dx =e jx Y Yjdx #0
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Jx W; Yjdx # 0

— 00

Kij = flbi ex;dx=e

f°° + ¢ Jesli funkcja podcatkowa jest o
—® parzystosci dodatniej

Dwa plusy dajq plus.
Dwa minusy plus.
Minus i plus dajg minus.

X jest ,,-”, wiec iloczyn funkciji
musi by¢ réwniez ,,-”,
zeby razem da¢ ,,+".

Przejsciu musi towarzyszyc¢
zmiana parzystosci funkcji.

CzyliAn=1

17



Jakie pasmo w widmie?

E
BUTADIEN
n=3
lle mamy elektronéw zdelokalizowanych (m)? 4
OBOWIAZUJE ZAKAZ PAULIEGO:
CO NAJWYZEJ DWA ELEKTRONY
n=2 NA JEDNYM POZIOMIE

Jakie przejscia sa dozwolone? An=1

B )= 105nm

(4

AE = E3 —E; = hv=h>

18



Przyktad:
Obllczyc dtugosc fali, czestosc i liczbe falowg pasma w widmie elektronowym 1,3,5-
heksatrienu, przyjmujgc dtugos¢ czgsteczki | = 0,6 nm

\/\/\=>_ _

6 elektronéw

E n=4
Przejscie: 3 — 4 ik
D 8gml?
H n=3 7h?
AE_BmLZ(‘l-2 32)_BmLZ(16 9)_8mL2
Tl n=2
AE 7h 7-6,62:107* = 17710 Hz

n=1 V=—— =
N h 8mLZ 8. 9,1-10731.(0,6-107%)%



Jednostki:

_AE _ 7n
V=1 T3smL2 h=6,62-10"34]:.s
J-s _ kg-m*-s 1
kg -m2  sZ-kg - mZ s >
108
A=3=—""-=169-10""m =169 nm
V= % =591-10°m™! =591.10* cm1

_kg-m2
]_ g2
c=3-10%8m/s




A=
A |
A1 =451 nm NIEBIESKI ©
A
marchewki
pomaranczowe?
nm
Widmo UV-VIS beta-karotenu. 22 elektrony

w uktadzie sprzezonym

B-karoten

21



Oscylator harmoniczny

ARtLL0

Uklad, w ktorym na czastke poruszajaca sie wzdtuz pewnej prostej (tutaj wzdtuz osi x),
dziala sita (X) proporcjonalna do wychylenia (q) i skierowana do potozenia rownowagi.

Jeden ze standardowych modeli — energia oscylacji (drgan).

Istotne w spektroskopii (ale nie tylko...) — trzeba zna¢ ©

X =—-kq k - stala sitowa

Energia potencjalna (V) dana jest wéwczas wzorem: OPIS

KLASYCZNY

v=21kq?

Catkowita energia oscylatora wynosi: P, - skladowa pedu

2 .
p 1 —wychylenie

E=T+V=_-L1_kq? 1

2m 2 M — masa czastki



Czastka dwuatomowa jako oscylator harmoniczny

3xn—-3-2=1

d%x, 3x2 -5=1
Mgz~ —k(x1 — x2) (dwa atomy, cz. liniowa)
d?x jeden oscylacyjny stopien swobody
2

m; d? = —k(x; — x1) jedna wspétrzedna
wystarczy ©

W celu uproszczenia wprowadzamy nowe zmienne;

1_1 1
q= X — X1 m, m; m,
V=2 kg
energia m) E- Pg +1kq2 - energia
catkowita 2m, 2 potencjalna

L]

energia kinetyczna 23




Oscylator harmoniczny — opis kwantowy

q

[

=
po Pyl }N
2m 2 T AP

s H=T+V T'I\IIJ = EyY
é ﬁ hz dz _|_1k 3x2 -3-2=1
Zm dq q jeden oscylacyjny stopien swobody

(dwa atomy, cz. liniowa)
jedno pasmo absorpcyjne

h* d*y,

mr
2 Roéwnanie Schroedingera
’ 2m dq Tty kq Wy = Eyly ' opisujace oscylacje
1 k 1 1 1
N b (v D)k 1
2 er m, m; m,

k — stata sitowa m, —masa zredukowana v - kwantowa liczba oscylacji: 0, 1, 2, 3, ...

. . . y 24
v — od vibrations, nie mylicz v



Oscylator harmoniczny — funkcje falowe i energie

UWAGA:
Energia nie moze wynosi¢ 0

Odlegtosci
miedzy poziomami energii
TAKIE SAME

Liczba weziéw
taka jak numer poziomu

Wychylenia
poza diugos¢ wigzania

k
AE = h ’—
mT

E —1h k
(ZPE) = 5 m.

Geometria rownowagowa (q = 0)



energia
potencjalna, V \ /f
v=4
Kropki
.go — funkcje falowe
b v=3
= 3
o
rozkltady
prawdopodobienstwa v=2 Linie ciggte
- kwadraty modutéw
v=1
0
v=0

0

wychylenie 26



Obsadzenie poziomdow energetycznych, przejscia dozwolone

Ze wzoru Boltzmanna.

Rozpatrzmy dwa najnizsze poziomy N, i N;:

N1 _AE/kBT
No

kg — stata Boltzmanna = 1,36*10-22 J/K
T temperatura [K]

1 k
AE = EO_hm 1+ E =fl;
r r

W temperaturze 300 K.

N
1_ 10~

N, = ¢ 0=0  mmm)

fl=ﬁ

obsadzony
gtdownie
najnizszy poziom

rozpatrzmy przejscie ze stanu ,,i” na stan ,,j”
y; ==
W= | iy wyda # 0

dipolowy moment przejscia = 0

ORAZ

CZASTECZKA MUSI MIEC
TRWALY MOMENT DIPOLOWY

W wyzszej temperaturze moga by¢ obsadzone rowniez wyzsze poziomy.

27




Przyktad

Oszacowa¢ stosunek obsadzenia dwéch najnizszych stanéw oscylacyjnych H°F
(v = 3958,4 cm) w temperaturze 300K i 1000K

N1 _ o-ak/iyr AE=hv = hcv
No
kp =1,38-10 —23]J/K
300 K: g 4
N —6,62-10734.3.108 - 3958,4 - 102
L : ) — ,—18,99 — 10-9 -
No exp( 1,38 - 10~23 - 300 ) € 9,66 -107" = 0
1000 K

=e>70 = 3,36-107°

Zmiana o 6 rzedéw wielkosci, w 1000 K zauwazalne, choé¢ niewielkie obsadzenie poziomu ,,1”



Oscylator harmoniczny—a widmo IR

E
v=4
v=3
V=2
v=1
v=0

1
- 2
2 ka

Najczesciej obserwowane przejscie: 0 -1
(wynika z rozktadu Boltzmana)

- T

Wz6r roboczy (wazne jednostkil!l!):

[N/cm]
ey V= 1303 /Mi
' [g/mol]



3 n stopnie swobody czagsteczki n atomowej
3 translacyjne (X, Yy, 2)
3 rotacyjne (2 dla czasteczek liniowych)

pozostate to oscylacyjne stopnie swobody

dla liniowej czgsteczki dwuatomowej
3x2 —-3-2=1
jeden oscylacyjny stopien swobody

jedno pasmo absorpcyjne
dla wiekszej liczby atomoéw i czgsteczek nieliniowych
3 +n — 3 — 3 = wiecej oscylacyjnych stopni swobody

wiecej pasm

PONIZEJ WIDMA IR POCHODNYCH BORONOWYCH
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Oscylator anharmoniczny — Morse’a

Uwzglednia mozliwos¢ dysocjacji czastki (rozerwanie ,,sprezyny” wigzania).

Roézne odlegtosci pomiedzy poziomami
Zniesione reguly przejscia
Pojawiajq sie nadtony czyli dodatkowe pasma w widmie.

Uk(R)
Poziom dysocjac;ji

J. Sadlej, Spektroskopia molekularna,
WNT, W-wa, 2002, str. 171

)
— -1
Y(cm )

Vo2

\ Continuum — obszar

[

\

=
-
-

~——
~
-~

——————

————————

\  Ciggtej absorpcji

Vo3}——=—=> Drugi nadton

Vo1

.
—— -
——

@wmmmm@

DYSOCJACJA

/

Oscylator harmoniczny (kreski)
i anharmoniczny (linia ciagta,
poziomy)



Zakresy promieniowania elektromagnetycznego

m ym cm
'd nal ~N . ™~
e R B Y | Wy o
10 SIS ~ 10 R100 1000 1 10 100,
- i:;-: 3 | :
Daleki :__2_ w| 2 ; | Daleka
Prom. 10 "E 2 L Mikrofale Fale
rentyg. = radiowe
Ultrafiolet E: Phdczersie
AN 1
< Oscylagje
Elektronowe -
]
’7/\ /\
v
108 103 10* M T
1 L L i v/ctm
17 18 15 14 12 12 11 10 ]
10 0
10 10 10 = ! 10 10 19 9 Y/ Hz

wzrost energii 33



Mikrofale — rotacje czgsteczek wody.

A}

34



Czasteczka jako rotator sztywny

Uklad dwoch czastek, ktére mogqa sie obracaé tak, ze odlegtosc
miedzy atomami pozostaje staila.

1 1 1
- +
m. m; m, m, — masa zredukowana
M? M? 5
21 ~ 2m,R? My

M — moment pedu I — moment bezwtadnosci

R — odlegtos¢ miedzy atomami

FAZA GAZOWA

OPIS

KLASYCZNY




Kwantowy rotator sztywny

E=T+YV V=const= 0

- I

T =— — operator energii kinetycznej w jednym wymiarze
2m, dx?

Rotacje sg w 3 wymiarach i operator rowniez musi uwzglednia¢ 3 wymiary.

h? |

T =— A A = V? —laplajsan, operator Laplace’a

2m,

_ n% [ 0% 02 02
r=- 2m, (E)xz * y? * az2>

(o —

Przy ruchu po sferze o promieniu R musi by¢ spetnione réwnanie:

R = x2 +y% + 22

Warunek ten ma znacznie prostszg postac jesli do okreslenia potozenia czastki
zastosuje sie wspoirzedne sferyczne.



WS péhﬁzed n e Sfe ryCZ n e Jak catkowac w uktadzie sferycznym?

2w T 00
Wspotrzedne kartezjanskie i sferyczne: j j j Y(r,0,¢n*sinddrdedo
»=070=0"'r=0
V4 2 aleznosci:
0 ) aleznosci: r — wartos¢ stata
r (r’ @ x =7 sinf cos ¢ (dlarotatora sztywnego)

y =17 sin@ sinyp

z=17 cos0 2m _
j OLon}"(e, @)sinfdedo

o/
B : Zakres zmiennosci:
d i y r=o
¢ 0° < 6 < 180° (m)
0° < ¢ < 360° (27)

Element objetosci:
dt = r’sin@drd@de



Laplasjan we wspoirzednych sferycznych:

A 18r26+ 1 811193+ 1 0?
- — — _— D ———— S — -
r20r Or r?sinf 06 00 r2?sin? 0 0p?

dlar = const = R:

P h? 10_8a+1a2
~ T 2m,RZ\s5in006° """ 90 " sin?6 dp?

h2<16_6 1 92

- 0 w=FY
2m, RZ\sin0 00 """ 36 " sin%0 a<p2)

HY;"(0,9) =EY; (6, 9)

Funkcja dwéch liczb kwantowych

1 .
(0,9) = —=Nsa Py (cos 0)e™'?

V27

HARMONIKI SFERYCZNE

38



Rotator sztywny — poziomy energetyczne

hZ
E; = 1(j+1
*
B - stala rotacyjna
h? h?
" 2m,R?  8m’m,R?
E; = Bj(j+1)

Energia zalezy od jednej liczby kwantowej
(j - rotacyjna liczba kwantowa).

Réznica energii kolejnych pozioméw
zwieksza sie o 2B (2B, 4B, 6B, 12B...).

J=3
]=2

AE,,=4B
j = =

[
>

—>¢

E,=12B



Jedna wartos¢ energii

Degeneracja poziomdw energetycznych [ " roine stany

|

E;=BjGj+1)  HY"(6,0)=EY™(0,0¢) Y™ (6, p)

]j=0,1,2... m=-j...0...] - kazdy poziom jest 2j+1-krotnie zdegenerowany

m=-3,-2,-1,0,1, 2,3
v, 2. Y8 Y Y

m=-2,-10,1,2

Y1_1 Y1O Y11
— — — — j=1 E,=2B

m=-1,0,1
YO

0 — j=0 E,=0



Poziomy energetyczne — degeneracja, obsadzenie

Degeneracja — jednej wartosci energii odpowiadaja réozne funkcje falowe (stany).
W poprzednich modelach nie byto degeneraciji.

Obsadzenie pozioméw - rozkiad Boltzmanna:
N] g] —AE/ .
— = e kT g; - stopien degeneracji poziomu j gi=2j+1) go=1

kg — stata Boltzmanna = 1,36*10 22 J/K
T — temperatura [K]

Dla temperatury pokojowej otrzymujemy:

N
L0 Czyli wyzsze poziomy mogq by¢ bardziej obsadzone niz poziom podstawowy.

Ny
Dla studni i oscylatora wartosci byty bliskie ,,0” czyli gtdwnie byly obsadzone poziomy najnizsze.



Obsadzenie poszczegdlnych pozioméw

Ni 21 95| [

_:_e

J=7 NO Jdo

. 11

W stanach o wyzszej energii decyduje wyktadnik.

J=5 Ten czlton decyduje w stanach o nizszej energii.

SKALA W JEDNOSTKACH ENERGII, POPRZEDNIO WIELOKROTNOSC B
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Reguty wyboru — jakie przejscia...

Aj = +1
»+” dla absorpcji, ,,-” dla emisji

Czagstka musi mie¢ traly moment dipolowy.

W przeciwnym wypadku
moment przejscia bedzie réowny 0.

Jak przejs¢é do widma?

E]- =Bj(j+1)
Poniewaz:
B

I = _ B
V—E ‘ B_hc

C — predkosé swiatta [cm - s71]

J
308 —5
T2OB * —4
|
< !
8 :
g 12B , 3
[
T o
{ 3
2B ' | 1
0 ()



Obsadzenie poziomodw, przejscia — intensywnos¢ sygnatow

A
8}
7;— J=7
L =6 4
> 5t
™ 5-»6
g 45-—--——-————-—\7‘:‘-5 5
w3 Joa 4=3 Poziomy,
o= 4 "4 =
rzejscia
2+ 34 przej
| 2—+3
1 2 — 2
O 10 }0—.'”! R ?]
Poziomy,

obsadzenie



Widma oscylacyjno-rotacyjne

nm ym cm
— LN ™ -~
r oo <7 7 - N
10 % SN gf ~ J'EJ w100 1000 1 10 J'G;O 2

- i:-: i e | :

Daleki :.2 | 9 : | Daleka

— c ——

Prom. il g B ' Mikrofale Fale
rentyg. ~ radiowe

Ultrafiolet ?E Podczerwief

Oscylacje E( % dvai
Elektronowe _ . NMR — rodzaje
l Rotacje pobudzen
: 1
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o = ) h 0 1 Y vin

wzrost energii
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Dziekuje za uwage ©

<t ™ NHO | 0

<t M NHO

Liczba falowa [cm-1]




